Diplomi-insinéorien ja arkkitehtien dia-yhteisvalinta 2012
Insinéo6rivalinnan matematiikan koe, 30.5.2012 klo 14-17

Sarja

Ohjeita. Sijoita jokainen tehtévi omalle sivulleen. Merkitse, jos tehtévi jatkuu useal-
le konseptille. Laadi ratkaisut selkeédsti wvdlivaiheineen, ja perustele ratkaisun vaiheet.
Tarvittaessa kirjoita ratkaisu uudelleen puhtaaksi. Merkitse hylkddimdsi ratkaisu tai hyl-
kddmdasi ratkaisun osa yliviivaamalla se, silla saman tehtédvan useista ratkaisuista huo-
noin otetaan mukaan arvosteluun. Huomaa, ettd kukin tehtdvéa arvostellaan kokonai-
suutena, eiviatké alakohdat vélttamétta ole pisteytyksessd samanarvoisia.

Apuvilineet: Kirjoitusvilineet ja laskin. Liite: Kaavakokoelma.

(V5a)"

3945 a > 0, muotoon ka”, missi k ja r ovat

Al (a) Sievenni lauseke
reaalilukuja.
(b) Ratkaise epiyhtilo (z — 1) < 9.
(c) Ratkaise yhtélo 2sinez —1=10,0 <z < 27.
1
A2 Olkoon f(x)= % +4/tdt, x> 0.

0

2
(a) Laske {f(x) dzx.

(b) Maéirité se funktion f integraalifunktio, jonka kuvaaja kulkee pisteen
(1, —2) kautta.

A3 Asumistukea maksetaan 80 % vuokran méiristé, siltd osin kuin vuokra
ei ylitd 252 euroa. Vuokran ma#raéd vihennettyné asumistuella kutsutaan
omavastuuksi.

(a) Mink4 suuruinen vuokra on, kun omavastuu on puolet vuokrasta?

(b) Vuokran mé##rd on x euroa ja omavastuu y euroa. Vuokraa korote-
taan p = 29 %, jolloin asumistuki ensi kerran nousee tiysiméiriiseksi
ja omavastuu kasvaa ¢ = 65 %:a. Kuinka suuri vuokran méérd oli
ennen korotusta?

A4

A5

A6

Mssrdas kiyran f(x) = e 2% tangentin yhtilo pisteessi (0, f(0)). Laske
sen #irellisen alueen pinta-ala, jota rajoittavat z-akseli, kiyrd y = f(x),
kéyran pisteeseen (0, f(0)) piirretty normaali sekd suora = = M, M > 0.
Laske pinta-alan lausekkeelle raja-arvo, kun M kasvaa rajatta.

Opastus: Tangentin ja normaalin kulmakertoimien tulo on —1, elleivit

suorat ole koordinaattiakselien suuntaisia.

Yhtilossi az? + bxr + ¢ = 0 esiintyviit kertoimet a, b, ¢ saavat arvoja jou-
kosta {1,2,3,4,5,6}. Kukin m##rdtiin arpanoppaa heittdmalla.

(a) Milld todennékoisyydelld yhtélon juuret ovat reaaliset, kun kertoimil-
le a ja b on saatu arvot a =1 ja b =47

(b) Milla todennékoisyydelld yhtélon juuret ovat reaaliset, kun kertoi-
melle b on saatu arvo b =47

(c) Milld todennikoisyydelld yhtdlon juuret ovat reaaliset?

Jono wug, uy,ug,... on muotoa u, = a + nb, missi a ja b ovat reaalilukuja
jan=20,1,2,.... Luvut

In3, In(e®—-3) ja In(e”+3)

ovat annetussa jarjestyksessd mainitun jonon kolme perikkéista jésenté.
Laske jonon seuraavan jédsenen tarkka arvo ja likiarvo.
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Diplomingenjors- och arkitektutbildningens gemensamma dia-antagning 2012
Ingenjoérantagningens prov i matematik, 30.5.2012 klo 14-17

Serie

Anvisningar. Placera varje uppgift pd en egen sida. Markera om svaret fortsitter
pa flera koncept. Ge klart utarbetade losningar inklusive mellanstadier och moti-
vera l0sningens samtliga steg. Renskriv l6sningen vid behov. Férkastade losningar
och forkastade delar av en losning skall dverstrykas. Om icke-6verstrukna losningar
foreligger, bedoms den sdmsta av dessa. Notera, att varje fraga bedéoms som en helhet
och att delfragorna inte nodvéndigtvis har samma vikt i bedémningen.

Hjidlpmedel: Skrivredskap och ridknare. Bilaga: Formelsamling.

6 9 12
Forenkla uttrycket (;)Ca_)5, a > 0, och ge det pa formen ka”, dér k
a
och r ar reella tal.
(b) Los olikheten (z — 1) < 9.

(c) Los ekvationen 2sinz —1 =0, 0 < x < 27.

1

11
f(a:):+4/tdt, x> 0.
x
0

2
(a) Beriikna {f(ac) dz.

Bestdm den integralfunktionen till funktion f, vars graf gar igenom
punkten (1, —2).

A3 Boendestodet utgor 80 % av den delen av hyran, som inte dverskrider 252
euro. Den delen av hyran som aterstar, da boendestodet dragits av, kallas
for sjalvansvarsdelen.

(a) Hur stor dr hyran, om sjilvansvarsdelen dr hélften av hyran?

(b) Hyran dr z euro och sjdlvansvarsdelen dr y euro. Hyran hojs med
p = 29 %, varvid boendestédet okar for férsta gangen till fullt belopp
och sjdlvansvarsdelen viixer med ¢ = 65 %. Hur hog var hyran fore
héjningen?

A4

A5

A6

Besti#m ekvationen for tangentlinjen till kurvan y = f(x) = e~2% i punkten
(0, £(0)). Berédkna arean hos det begrdnsande omradet, som begrénsas av
x-axeln, kurvan y = f(x), normalen till kurvan i punkten (0, f(0)) samt
linjen x = M, M > 0. Beridkna areans grinsvirde, da M vixer 6ver alla
granser.

Tips: Tangentlinjens och normallinjens lutningar har produkten —1, savida
linjerna inte &r parallella med koordinataxlarna.

Koefficienterna a, b, ¢ i ekvationen ax?+bx+c = 0 far virden fran méngden
{1,2,3,4,5,6}. Varje koefficient bestims genom att kasta en tidrning.

(a) Vad &r sannolikheten att ekvationens rétter &r reella, om koefficien-
terna a och b har fatt virdena a = 1 respektive b = 47

Vad ar sannolikheten att ekvationens rotter &r reella, om koefficienten
b har fatt virdet b = 47

(c) Vad &r sannolikheten att ekvationens rotter dr reella?

Talfoljden wug, uy,us,... ar pa formen u, = a 4+ nb, dir a och b ar reella
tal och n =0,1,2,.... Talen

In3, In(e®—3) och In(e”+ 3)
ar tre pa varande foljande tal i talfoljden i denna givna ordning. Berékna

exakta virdet och narmevérdet for nésta tal i tafoljden.

(© 2012, Dia-antagningen, c/o Aalto-universitetet, studerandeservice
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Instructions. Reserve a separate page for each problem. Indicate if the answer con-
tinues on a separate sheet. Give your solutions in a clear form including intermediate
steps and justifying every step of the solution. Rewrite a clean copy of the solution
if needed. Cross out discarded solutions and any discarded parts of the solutions. In
the case of several solutions for the same problem, only the weakest one will be cred-
ited. Note that subsections of a question are not necessarily equally weighted and each
solution is graded as an entity.

Allowed instruments:
Attachment:

Writing instruments, calculator; no dictionaries are allowed.
Table of formulae.

(\6/%)12

Al (a) 32¢q-5

Simplify the expression a > 0 into the form ka”, where k

and r are real numbers.
(b) Solve the inequality (z — 1) < 9 for .
(c) Solve the equality 2sinz — 1 = 0 for x, where 0 < z < 27.

1

11
f(x)=+4/tdt, x> 0.

X
0

2
(a) Compute 1ff(x) dx.

Determine the integral function! of f whose graph passes through the
point (1, —2).

A3 A rent subsidy equals 80 % of that part of the rent which does not exceed
252 euros. The tenant payment is therefore the amount of rent minus the
subsidy.

(a) What is the rent if the tenant payment equals half of the amount of
rent?

(b) The amount of the rent is z euros and the tenant payment is y euros.

The rent is raised by p = 29 %, whereby the subsidy for the first time

increases to its maximum amount and the tenant payment increases

by ¢ = 65 %. What was the amount of the rent before the raise?

Lalias anti-derivative

A4

A5

A6

Determine the equation for the tangent line of the curve f(z) = e=2% at
the point (0, f(0)). Compute the finite area bounded by the x-axis, the
curve y = f(z), the normal line of the said curve at the point (0, f(0)),
and the line x = M, M > 0. Compute the limit of the area, when M
increases without limit.

Hint: The product of the slope of the tangent line and that of the normal
line is —1, unless the lines are parallel with the co-ordinate axes.

The coefficients a, b, ¢ in the equation az? 4 bx 4+ ¢ = 0 obtain their values
from the set {1,2,3,4,5,6}. Each coefficient is determined by throwing a
dice.

(a) What is the probability that the roots of the equation are real, when
the coefficients a and b have obtained values a = 1 and b = 47

What is the probability that the roots of the equation are real, when
the coefficient b has obtained value b = 47

(c) What is the probability that the roots of the equation are real?

A sequence ug,uq,usg, ... is of the form u,, = a + nb, where a and b are
real numbers and n =0,1,2,... . The numbers

In3, In(e®—-3) and In(e” + 3),
in the given order, are three consecutive members in the sequence. Give
the exact value and a numerical approximation for the next member in

the sequence.

© 2012, Dia-admission, ¢/o Aalto University, Student Services



Dia-valinnan insindodrivalinnan matematiikankoe 2012 - vastaukset

Mallivastaus 12. kesdkuuta 2012

Tehtava 1

(a) Yleisesti (koska 9 = 32)

(V9)" _ g2m g 2
3ka—l

(b) Tapa 1:
(z—12<a (1)
& |o-1<va 2)
& —Va<z-1<+va (3)
& l1-Va<z<l+va (4)

(b) Tapa 2:

(z—1)2%<a & 2°-2r+1-d’><0.
Nollakohdat vasemman puolen lausekkeelle ovat

24 /4+4(a® 1)

T = 5 =1+ +a.

Koska polynomi “aukeaa ylospédin” negatiiviset arvot ovat nolla-
kohtien vélissa,

1-Va<z<l1l++a.

1
2¢sinx —1=0 <& sinx:§

josta x € {%,w — %} = {z 5l}

(V9a)* — 32,7

32¢q5

a=9;ya=3

—2<x <4

8
Il
ol

(V9a)'? _ 3447

32q—4

a:36;\/5:6
—H<x <7
_m bw
T=%"6

(V9a)'> _ 3346

333

a=16; /a=4
—3<r<bh
_mw bmw
T=%6

D

(v/9a)? _ 52,5
3%aq—2

a=25 \a=5
—4<xr<6



Dia-valinnan insindodrivalinnan matematiikankoe 2012 - vastaukset

Mallivastaus 12. kesdkuuta 2012

Tehtéava 2

Funktiossa, yleistd muotoa

ensinnakin

joten

(a) Saamme siis
2 2
/ f(x)de = /aln\m| + bz
! 1
=aln2+b
(b) Integraalifunktio on siis

F(z)=aln|z|+bx+C

jolle pétee F(1) = —2 eli

1
aln1+§b+C:b—|—C=—2; C=-2-0».

(10)

A

a=11

b=2

() )

=L 4 4ftat
0

_ 11
=149

Ji f(@) da
= [111n|z| +22]2_,
=11In2+2

F(x)
=1llnjz|+2z+C

F(1)
=11lnl1+2+C
=24C=-2
C = —4.

B

a=9

b=3

f(x) )

=246 [tat
0

_9
=2+3

JE (@) dx
= [91n |z| + 32]2_,
=9ln2+3

F(x)
=9Inz|+3z+C

F(1)
=9lnl1+3+C
=3+C=-2
C = -5

I =<2 Q
81~ 8|~ \Ei I
+ + =

JE f(a) dx
= [7In |z + 42]?_,
=T7n2+14

F(x)
=T7n|z|+4z+C

F(1)
=7Inl+4+4C
—44C=-2
C = —6.

J{ f(@) da
=[5In|z| + 61‘]321
=5In2+6

F(x)
=5In|z|+6x+C

(1)
=5In1+6+C
—6+C=-2
C=-38.



Dia-valinnan insindodrivalinnan matematiikankoe 2012 - vastaukset

Mallivastaus 12. kesdkuuta 2012

Tehtava 3

(a) Tuki ennen korotusta on

z, x < 252

. (11)
9252, x> 252

y = 0.8z max(z,252) = 0.8 {

Nyt z = 2y. Selvésti pitad olla x > 252, sillda muutoin omavastuu
r—y=(1-0.8)x # 0,5z (eli omavastuu olisi 20% vuokrasta, ei
puolet). Saamme

z=2y=2-0,8 252 =403, 20.

(b) Omavastuu on maksimissaan, kun = > 252. Tuki ennen korotusta
ei ole maksimaalinen, eli x < 252 ja siis omavastuuosuus y =
(1-0.8)z.

Toisaalta korotuksen jéalkeen tieddmme, ettd wuusi tuki on
tdysiméardinen «* — y* = 0.8 - 252 = 201,60 ja uusi vuokra ja
omavastuuosuus ovat vastaavasti

*=(1+px >252 ja y"=(14+4q)y

Yhdistamalla saamme vuokran ennen korotusta:

z* —y* = (1+p)z— (1+q)y =201,60
(12)
y=0.2x
[1+p—0.2(1+g)]z = 201,60 (13)
201, 60
: ja y=02z (14)

YT 08+1p-02g

A

x = 403,20

p=29%

qg=65%

x*=1,29x

y* = 1,651
201,60 _

T = Toir7 = 210

y =02z = 42

B
x = 403,20
p=33%
qg=61%
x*=1,33z
y*=1,6lx

201,60 _
T = ggo906 — 200
y=0.2x =40

C
o = 403, 20
p=44%
qg=60%
¥ =1,44x
y* =1,60z

201,60 _
T = ggoosg — 180
y =027 = 36

D
x = 403,20
p=60%
g=170%
¥ =1,60x
y*=1,70x

201,60 _

= 0,79365 160

y=0.2z =32



Dia-valinnan insindodrivalinnan matematiikankoe 2012 - vastaukset

Mallivastaus 12. kesdkuuta 2012

Tehtava 4

Funktion f(x) = e~?* kuvaajan tangentti pisteessi (0, f(0)) on muotoa,

y — f(0) = f(0) (z - 0) (15)
y—1=-2(x—-0), (16)
y=1-2x, (17)

jossa f'(x) = —2e72%,

Tangentti ei selvisti ole koordinaattiakselin suuntainen, joten samassa pisteessé
normaalin yht&dlé on muotoa

y—1=kx,
jossa kulmakerroin k = —1/f/(0) = 3. Normaali leikkaa x-akselin pisteessi
(9, 0) jossa
1
0=y < 0—125.%'0 & xo=—2. (18)

Pinta-ala A muodostuu kahdesta osasta: a) suorakulmaisesta kolmiosta jonka
kérkipisteet ovat (xo,0), origo ja (0, f(0), pinta-alaltaan A_ ja b) kuvaajan
y = f(z) ja x-akselin viliin jadvistd alasta Ay arvoilla z € [0, M].

A= aof(0) =1 (19)
M M M 1 1 _ g—2M
Ay (M) :/0 f(z)dx :/0 e 2 dy = / —56_296 = (20)
0

Kun M kasvaa rajatta, e 2™ — 0 ja kokonaispinta-ala

oM
A:A_+A+:3%—>

N W



Dia-valinnan insindodrivalinnan matematiikankoe 2012 - vastaukset

Mallivastaus 12. kesdkuuta 2012

Tehtéava 5

Yhtilon juuret ovat reaaliset, kun diskriminanttille pitee D = b? — 4ac > 0.
Kaikki alkeistapaukset, kolmikot (a, b, c) ovat a-priori yhtd todennikoisia.

a) Koska a = 1 ja b = 4 reaalisuusehto D = b? — 4ac > 0 saa muodon
c<A4.

Suotuisia alkeistapauksia ovat ¢ € {1,2,3,4} eli kysytty todennikoisyys p =
4/6 =2/3 =~ 0,6667.

b) Koska b = 4, ehtoa D = b* — 4ac > 0 voidaan tarkastella muodossa

a<4/c
jolle saamme seuraavan taulukon:
c=1 c=2 c=3 c=4 c=H c=6 | Ve
ehto a<4 a<2 a<3 a<l a<i a<?
suotuisia 4 2 1 1 0 0 8
a:n arvoja

Alkeistapauksia on 62, joten kysytty todenniikdisyys on p = 8/62 = 2/9 ~
0,2222.

¢) Nyt ehtoa D = b? — 4ac > 0 voi tarkastella muodossa
b > Vdac = 2v/ac =: g(a,c).

Huomaa symmetria g(z,y) = g(y,z),Vz,y .

Suotuiset alkeistapaukset, b > ¢, saadaan tarkastelemalla tilannetta eri a ja c
arvoilla. Merkintéén [g]| pienintd kokonaislukua, joka on suurempi tai yhtésuuri
kuin g (pyoristys ylos). Talloin [g] on pienin sallittu b:n arvo:

[g] |c=1 c¢=2 c¢=3 c=4 c=5 c=6
a=1| 2 3 4 4 ) )
a=2 3 4 5) 6 7 7
a=3 | 4 ) 6 7 8 9
a=4 | 4 6 7 8 9 10
a=9o ) 7 8 9 10 11
a=6 ) 7 9 10 11 12

Mahdollisten b:n arvojen lukuméériksi, eli suotuisten alkeistapausten b > [g]
lukumaéadriksi, saadaan

suotuisia | c=1 ¢=2 c¢=3 c¢c=4 c=5 c=6| Vc
a=1 5 4 3 3 2 2 19
a=2 4 3 2 1 0 0 |10
a=3 3 2 1 0 0 0 6
a=4 3 1 0 0 0 0 4
a=>5 2 0 0 0 0 0 2
a=>6 2 0 0 0 0 0 2
Va 19 10 6 4 2 2 |43

Sama mééréd saadaan (tietenkin) myds poimimalla kullekin b:n arvolle suotuisat
tapaukset [g] <b

| b=l bh=2 b=3  b=4  b=5 b=6 | Vb
chto [ Tg1<1 [g]<2 [g]<3 [g]<4 [gl<5 [g]<6|
suotuisia | 0 1 3 8 14 17 |43

Yhteensi suotuisia tapauksia on siis 43 ja alkeistapauksia on 63, joten kysytty

todennikoisyys p = 23 = o5 ~ 0,19907.

63



Tehtava 6

Jollakin n ja z

Unp, =a-+nb =1In3

Unt1 =a+nb+b =In(e’ —3)
=Un

Unio = Uy +2b =lIn(e® +3)

Upt3 = Up + 3b

Tapa 1 Soveltamalla exp(-) kahteen viimeiseen sarakkeeseen saamme

eln = 3
elrel = 3eb = ¥ -3
eun€2b — 362b — 6112+3

ratkaistaan e” yhtilsistia (23) ja (24) ja edelleen e”

2
e =3"4+3=3%-3 o (H?’-e-2=0 < eb:{

-1
Koska uy, ja siis myos b ovat reaalisia, e’ > 0 ja b = In2. Kysytty termi

Uptg = Upn +3b=In3+3In2=1n24 ~ 3,1781

(21)

Tapa 2 Yhtéloryhméasti(21)

b = upt1 —uy

Un42 — Upn—1

In(e” —3) —In3 = In(e” 4+ 3) — In(e® — 3)

Tz _
ln<e
3

3 e’ +3
= In
et —3

e’ —3 e’ +3 N
3 = =3 (e” > 3)
(e —3)2 = 3(e*+3)

()2 —6e®+9 = 3e"+9
e“(e"—9) = 0

Koska e® > 0 kaikilla reaaliluvuilla x, saamme e* =9 ja

Unp+1

Un+-2

Un+3

In(9—3) =1n6
In(9+3)=In12
Upt] —Up =1IN6—In3=1n2
Up +3b=In3+3In2=1n24



Arvostelu

Ratkaisut ja ndmé arvosteluperusteet heijastavat tyypillisia kidytettyja ratkai-
sutapoja. Tehtdvét arvostellaan aina kokonaisuutena ja alla luetellut arvostelu-
perusteet viittaavat nimenomaan malliratkaisuun, ellei muuta mainita.

Tyypillisid arvosteluun vaikuttavia asioita on ratkaisutavan perustelut, ratkai-
sun johdonmukaisuus, yksikésitteisyys ja ristiriidattomuus. Vastauksen tulee olla
annettu pyydetylld tai riittavélla tarkkuudella.

Tehtava 1

Kukin osatehtdvi arvostellaan erikseen 2-+24-2p. Kohdassa 2b ei toisen asteen
nollakohtien 10ytymisestd hyvitetd. Kohdassa c¢ téysiin pisteisiin edellytetéén
kahta arvoa radiaaneissa (alueella [0, 27]).

Tehtéava 2

Osatehtéville yhteisid ovat f(z) sieventdminen f(z) = --- = % + 2b ja yleisen
integraalifunktion F'(x) lasku (explisiittisesti tai implisiittisesti maérdtyn inte-
graalin alla) kolme pistettd. Loput pisteet ansaitaan a) méérityn integraalin
evaluoinnista (1p) ja b) integraalifunktion méédrdamisesti kaksi pistetté.

Tehtava 3
Osakohdat arvostellaan 2p+4p; Kohdassa b voi ansaita kaksi pistettd muodosta-

malla ratkaisun kahden tuntemattoman yhtdloryhmén (12), kolmannen pisteen
ansaitsee yhden tuntemattoman yhtalosta.

Tehtava 4

Tehtéva jaetaan osatehtéviin: normaalin ja tangentin 16ytdminen (+2p); A4
laskeminen (+2p); A_ (+1p); Vastaus A = Ay + A_ raja-arvoineen (+1p).

Leikkauspisteen x( ratkaisemisesta ei hyviteté erikseen.

Mikéli virhe normaalin mééarittamisessé ei oleellisesti muuta laskun lopun kul-
kua, hyvitetddn laskusta ansioiden mukaan. Mutta erityisesti, mikéli normaaliksi
on médritetty viidrin epilineaarinen kiyr#, kuten y — 1 = —2e~2%(z — 0), katso-
taan tdmé vakavaksi periaatevirheeksi ja lasku on ldhes arvoton ja arvostellaan
korkeintaan kahdn pisteen arvoiseksi.

Tehtava 5

Tehtavan arvostelu 1+24-3p osakohdittain.

Virhe alkeistapauksen kokonaismaédréssi tulkitaan periaatevirheeksi (vih. -2p),
pieni virhe suotuisten alkeistapausten méérissia on lievd virhe (-1p).

Mikéli ratkaisussa on tarkasteltu vain tapaus D > 0, eli vain tapausta jossa
juuret ovat erisuuria, hyvéiksytadn ratkaisu.

Mikéli ratkaisussa on tarkasteltu rationaalisia juuria, annetaan osakohdista,
miké&li muilta osin téysin oikein, 0+142p.

Tehtava 6

Oleellista tehtévan arvostelun kannalta on, ettéd hakija osoittaa ymmartiavéinsa,
ettéd ratkaisu on olemassa vain tietyille x arvoille ja pyrkii ratkaisemaan b ja
x:n mahdolliset arvot. Osaratkaisut: 1) kaksi yht&lod kaksi tuntematonta, kuten
(22) ja (23), kaksi pistettd ; ii) yhden tuntemattoman yhtilo, kuten (24) kolme
pistetta.

Mikéli tdmé ei kdy ratkaisusta muuten ilmi, ratkaisussa on huomioitava, etté
e’ —3 = 6 > 0 muutoin reaaliratkaisuja ei olisi. Mikili hakija olettaa, il-
man perustelua, ettd voidaan valita n = 0 annetaan tehtdvistd korkeintaan
5p; Mikali hakija esittdd vastauksen ratkaisematta e*:n arvoa, esimerkiksi muo-
dossa un43 = Upy2 +b=1n [%ezw — 3], voidaan tehtévista hyvittda korkeintaan

kaksi pistetta.



