Diplomi-insinoérien ja arkkitehtien dia-yhteisvalinta 2010
Insiné6rivalinnan matematiikan koe, 1.6.2010 klo 14-17

Sarja

Ohjeita. Sijoita jokainen teht&vi omalle sivulleen. Merkitse, jos tehtévi jatkuu usealle konsep-
tille. Laadi ratkaisut selkeésti vdlivatheineen, tarvittaessa kirjoita ratkaisu uudelleen puhtaaksi.
Merkitse hylkddmdsi ratkaisu tai hylkddmdsi ratkaisun osa yliviivaamalla se silla saman tehtdvan
useista ratkaisuista huonoin otetaan mukaan arvosteluun. Huomaa, ettd kukin tehtéva arvostel-
laan kokonaisuutena, eivitké alakohdat valttamétté ole pisteytyksessd samanarvoisia.

Apuvilineet: Kirjoitusvilineet ja funktiolaskin. Liite: Kaavakokoelma.

A1l Yritys myy katuvalaisimia 60000 kappaletta vuodessa. Valaisimien hankintahinta on
430 €/kpl. Tehtaan kanssa sovitaan kaikille tilauserille kiinted koko n kappaletta
valaisimia per erd. Yrityksen varasto mitoitetaan tilauserin mukaan, ja varastoti-
lasta maksetaan 24n €/vuosi. Valaisineréin toimitus tehtaalta maksaa 961 € erdn
koosta riippumatta. Uusi valaisiner tilataan saapumaan vasta, kun edellinen eré on
kokonaisuudessaan toimitettu varastosta asiakkaalle.

(a) Mikd tulisi valaisimen myyntihinnan olla euroina ja sentteind, jotta
yllamainitut kulut katettaisiin, kun n = 50007

(b) Miki tilauseréin koon n tulisi olla, jotta kustannukset minimoituisivat?

A2 Auton pyora koostuu vanteelle asennetusta renkaasta. Auton renkaalla on suositeltu
pyorimissuunta. Vanteet voidaan asentaan paikalleen vain “sisépuoli” autoon péin,
rengas vanteelle kumminpéin vain. Etu- ja takapyorat ovat samanlaiset.

(a) Auton nelji pyoridéd on otettu pois huollon ajaksi. Ne tulisi asentaa takaisin
sdilyttden kunkin renkaan suositeltu pyorimissuunta. Milla todennékoisyydelld
néin kiy, jos pyorit asennetaan takaisin satunnaisesti?

(b) Nelji rengasta asennetaan vanteille ja pyorit edelleen auton alle - kaikki tapah-
tumat tehddéin satunnaisesti toisistaan riippumatta. Milld todennékoisyydella
kaikilla renkailla on niille suositeltu pydrimissuunta?

A3 Olkoon f(x) = |2z — 6.

(a) Laske f04 f(z)dx.

(b) Madrita funktion f se integraalifunktio, jonka kuvaaja kulkee pisteen (3,0)
kautta.

A4 Tarkastellaan kolmiota ABC'. Pisteet P, @), R jakavat kolmion sivut suhteessa

[4P|:[AB| = |[BQ|:(BC| - |[CE|:[CAl = 2:3.
Olkoon O jokin kiinted piste. Merkitdan
a=0A, b=0B, ¢=0C,
p=0P, 3=0Q, T=0R

(a) Ratkaise p vektoreiden @ ja b avulla.
(b) Osoita laskemalla, etti @+b+c=p+q+T7.
A5 Kolme vetokoiraa, pisteissi K; = (3,1), Ko = (0,—1) ja K3 = (—=2,0),

ovat jousella kiinni samasta kiinnityslenkistd. Kiinnityslenkki liukuu vapaasti pit-
kin suoraa vaijeria, jonka piit ovat pisteissi P = (0,0) ja Q = (1,—2).

Mihin pisteeseen kiinnityslenkki asettuu, kun vetokoirien etéisyyksien nelididen sum-
ma lenkisté (eli jousien potentiaalienergia) minimoituu?

n

A6 Laske tarkka arvo lausekkeelle Z(ak-H —ag), jossa n = 1000 ja
k=0

(a) ap = 2%,
(b) ap = k2k.
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Serie

Anvisningar. Placera varje uppgift pd en egen sida. Markera om svaret fortsitter pa flera
koncept. Ge klart utarbetade losningar inklusive mellanstadier, renskriv 16sningen vid behov.
Férkastade losningar och forkastade delar av en losning skall dverstrykas. Om icke-Gverstrukna
16sningar foreligger, bedoms den sdmsta av dessa. Notera, att varje fraga bedéms som en helhet
och att delfragorna inte nédvéandigtvis har samma vikt i bedémningen.

Hjsdlpmedel: Skrivredskap och funktionsrdknare. Bilaga: Formelsamling.

Al Ett foretag siljer 60000 stycken gatlyckor per ar. Lyktornas inkopspris &r
430 € /styck. Med fabriken kommer man 6verens om en fix storlek pa n stycken lyktor
for alla bestédllningssatser. Foretagets lagerutrymme anpassas till bestéllningssatsen
och for lagerutrymmet betalar man 24n €/ar. Leveransen av en bestéllningssats
fran fabriken kostar 961 € oberoende av satsens storlek. En ny sats bestills sa att
den inte anldnder innan den tidigare satsen i sin helhet har levererats fran lagret till
kunden.

(a) Hur hogt borde gatlyktornas forséljningspris i euron och cent vara for att ticka
de ovan ndmnda kostnaderna, om n = 50007

(b) Hur stor borde bestillningssatsen storlek n vara for att kostnaderna skall mi-
nimeras?

A2 Ett bilhjul bestar av ett dick som séitts pa en filg. Bildicket har en rekommenderad
rotationsriktning. Falgarna kan endast monteras pa bilen med “insidan” mot bilen,
men dicken kan monteras pa filgarna i biagge riktningarna. Fram- och bakhjul ar
likadana.

(a) De fyra hjulen hos en bil har monteras av f6r underhall. Nu skall de dock séttas
tillbaka sa att alla ddcken bibehaller den rekommenderade rotationsriktningen.
Med vilken sannolikhet intréffar detta, om hjulen sétts tillbaka slumpméssigt?

(b) Fyra déck siitt pa filgarna och hjulen monteras pa bilen - alla operationerna
gors slumpmassigt och oberoende av varandra. Med vilken sannolikhet har alla
décken den rekommenderade rotationsriktningen?

A3 Lat f(z) = |2z — 6]

(a) Berikna f04 f(x)dx.

(b) Bestdm den integralfunktionen till funktionen f, vars graf gar genom punk-
ten (3,0).

A4 Vi studerar triangeln ABC. Punkterna P, @, R delar triangels sidor i férhallandena

[AP|:[AB| - |BQ|:(BC| = |[CR|:|CAl = 2:3.
Lat O vara en fix punkt. Beteckna
a=0A, b=0B, e=0C,
p=0P, g=0Q, 7=O0R.

(a) Uttryck p med hjilp av vektorerna @ och b.
(b) Visa med hjilp av beriikningar, att @ +b+¢=p+q+T.
A5 Tre draghundar i punkterna K; = (3,1), Ky = (0,—1) och K3 = (-2,0),

ar fasta via fjidrar i en ring. Ringen kan glida fritt lings en rak vajer, vars dndor ar
i punkterna P = (0,0) och @ = (1,-2).

I vilken punkt kommer ringen att vara, da summan av kvadraterna av draghundarnas
avstand fran ringen (dvs. fjidarnas potentiella energi) minimeras?

n

A6 Berikna exakta virdet av uttrycket Z(ak—H —ag), da n = 1000 och
k=0

(a) ap = 2%,
(b) ap = k2k.
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Instructions.

Reserve a separate page for each problem. Indicate if the answer continues on

a separate sheet. Give your solutions in a clear form including intermediate steps. Rewrite a
clean copy of the solution if needed. Cross out discarded solutions and any discarded parts of the
solutions. In the case of several solutions for the same problem, only the weakest one will be
credited. Note that subsections of a question are not necessarily equally weighted.

Allowed instruments:

Writing instruments, non—programmable calculators, non—electronic

general-language dictionaries to/from English. Attachment: Table of formulae.

Al

A2

A company sells street lighting 60000 pieces a year. The purchase price of a lighting
is 430 €/piece. The company agrees with the factory a fixed order size of n pieces
for all orders. The warehouse of the company is built to store this order patch and
the warehouse costs 24 n € /year. The delivery of a patch has a fixed cost of 961 €
independent of the order size. A new patch is ordered to arrive only when the entire
previous patch has been delivered to the customer.

(a) What should the selling price a piece be in euros and cents to cover the above
mentioned costs, given n = 50007

(b) What should the patch size n be to minimize the costs?

A car wheel comprises a tyre mounted on a rim. A car wheel has a recommended
direction of rotation. A rim can be fit on a car only “inside” towards the car, a tyre
on rim either way. The front and back wheels are alike.

(a) The four wheels of the car has been demounted for car’s service. The wheels
should be mounted back preserving the recommened direction of rotation. At
what propability will this happen, as wheels are mounted in random?

(b) Four tyres are mounted on four rims and wheels then on the car. Each step is
done in a random fashion. On what propability will car’s all tyres be mounted

in the recommended direction of rotation?

A3

A4

Ab

A6

Let f(x) = |2z — 6.

(a) Calculate f04 f(x) da.

(b) Determine the integral function of the function f, whos graph contains the
point (3,0).

Consider the triangle ABC. The points P, @), R divide the sides of the triangle in
proportion
[P|:[AB| - |BQ|:(BC| — |[CR|:|CAl = 2:3.
Let O be some point. Denote
a=0A, b=0B, ¢t=0C,
p=0P, g=0Q, T=0R

(a) Solve p in a combination of vectors @ and b.
(b) Show, by calculating, that @ +b+¢=p+q+ 7.
Three huskies, in points K; = (3,1), Ky =(0,—1) and Kz = (-2,0), are

attached each to a suspension ring by a string. The ring moves freely along a straight
cable, that has ends on points P = (0,0) and Q = (1,-2).

At which point will ring settle if there the sum of the squares of the distances between
the huskies and the ring (i.e. the potential energy) is minimized?

n

Calculate the exact value for the expression Z(akﬂ —ay), given n = 1000 and
k=0

(a) ap = 2%,

(b) ap = ka.
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Kaavakokoelma
Formelsamlig
Table of Formulae

Analyysi/Analys/Analysis
a,b>0

a® — etlna

a®* Y = q%a¥

loga® =bloga

log ab =loga + logb

log% =loga — logb

Trigonometria/Trigonometri/Trigonometry

sine = —sin(—xz) = sin (7 — x)
cosx = cos(—x) = —cos(m — )
tanz = —tan (—z) = —tan (7 — x)

sinz = cos(I —x)

cos T cotx

sin2x = 2sinx cos x
cos 2z = cos? z — sin® x

=2cos?z—1=1-2sin’z

2tanz
tan 2z = —
1 —tan“x
a b c

sina  sinf8  sinvy

& =a®+b% — 2abcosy

Derivointi/Derivering/Differentiation

a, B vakioita/konstanter /constants.
d !/

Df(x) = - f(x) = f'()

(af +8g)' = af + By’

(f9)=rfd+fg

<f>'_gf’—fg’
g - 2

A _ -1 _
I = e ¥= 1@, ) =
Dz =a 27!

De” =¢”

Da® =a"Ina, a>0

1
Dlnlz| = —
x

1
Dlog, |z|=——, a>0 A a#1
zlna
Dsinz = cosx
Dcosx = —sinx

Dtanz =1+ tan’z

Integrointi/Integrering/Integration

o, B vakioita/konstanter /constants.

[at@ +s9(a) o =a [ 1) do+ 5 [ g(a) do
[ H@r9te) do = f@igo) - [ o) (@) da

[ 9@ @) do = gls@) + ©

/x"*l dm:%—FC’, n#0

/ldz:1n|x|+0, x#0
x

/oﬁdm a +C, a>0ANa#l

- In o

/sinx de = —cosz +C
/cosx dx =sinz +C

/tanx dx = —1In|cosz|+ C

Vektorit/Vektorer/Vectors
a = (a15a27a3)7 B: (blab27b3)
a-b= a1b1 + asbs + ashy = ‘ZL| ‘B| Ccos Z(EL, 6)

la*=a-a

B a-b -
ap = 2b

=

© 2010, Dia-admission, c¢/o Aalto University, Student Affairs



Dia-valinnan insinéorivalinnan matematiikankoe 2010 - vastaukset

kommentoitavaksi 3.6.2009

Tehtava 1
A B C D
(a) Merkitddn vuosimyyntid m, valaisimen hintaa h, erdkustannusta a, va- m = 60000 m = 70000 m = 80000 m = 90000
rastointikustannusta ¢ kappaletta kohden. n on siis erdkoko. Kustan- h =430 h =430 h =430 h =430
nukset valaisinta kohden ovat vihintdéan c=24 c=28 c=32 c= 36
a =961 a=1024 a = 1369 a = 1156
P(n)=h+a/n+cn/m
n = 5000... n = 5000... n = 5000... n = 5000...
P =432,1922 P = 432,2048 P =432,2738 P =432,2312

Vastaavasti voidaan tarkastella keskiméaériisti vuosikustannusta
C(n) =mP(n) =hm+am/n+cn, n>1

Tarkastellaan vastaavan reaaliluvuilla mééritellyn funktion xminimoin-
tia
C'(z) = —am/x® +c=0.

am
Ty = 4] —
c

C’" < 0 ennen ja C' > 0 jilkeen kriittisen pisteen (C” > 0), joten

vastaavasti C' vihenevi ja kasvava.
Koska z, on kokonaisluku, on tdmé& myo6s tehtdvin tarkoittama mini-

mipiste n = x, . (Jos kyseessi ei olisi kokonaisluku pitéisi tarkastella
kumpikin kokonaisluku saadun arvon vieressi.)

hinta > 432,20

n = 1530

hinta > 432,21

n = 1600

hinta > 432,28

n = 1850

hinta > 432,24

n = 1700

Mikéli vaadittu pyoristys vastauksessa kohdassa a) ei ole tehty ylospéin (kyseessi alaraja),
tehtdvistd annetaan korkeintaan 5p.

Arvostelu: Osakohdat arvostellaan 2p+4p.

Kohdassa b) oikeasta C'n lausekeesta hyvitetidin 1p, kriittisesti pisteestéi x, lisiiksi 2p.



Dia-valinnan insinéorivalinnan matematiikankoe 2010 - vastaukset

kommentoitavaksi 3.6.2009

Tehtava 2

(a) Tiedetdin, ettd pyorid on ollut kaksi vasemman puolen ja kaksi oikean puolen pyorid

(kiertosuunta méérittelee puolen). Pyoréit onnistutaan laittamaan paikalleen tarkalleen

jos toisen puolen (sanotaan vasemman) pyorit onnistutaan laittamaan paikalleen oikein:
_21_'1

P=313 %

(b) Koska pyérien valinta ja renkaiden asennus vanteille ovat riippumattomia, voidaan aja-

tella todenndkoisyyttd muuttamatta, ettd asennettavat pyorét valitaan joukosta jo asen-

nettuja renkaita. Todennikoisyys sille, ettéd kukin rengas asennetaan oikein vanteelle paik-

1

16> mikd on myds kysytty todennékdisyys.

ka huomioon ottaen on (%)4 =

VAIHTOEHTOISESTI: Pyoréstd tulee satunnaisella renkaan asennuksella vanteelle to-

dennikoisyydelld 1/2 oikean (vastaavasti vasemman) puolen pyord. Tehtédvin onnistu-

minen edellyttii, ettd vasemman puolen pyoria tehddin tarkalleen kaksi kappaletta, vas-

taava todennkoisyys q¢ = (3)2% = %. Téamén lisdksi pyorédt pitdd asentaa paikoilleen ku-

ten kohdassa (a). Kysytty todennikoisyys on riippumattomien todennéksisyyksien tulo
1

Pq = +5-

Arvostelu: Alakohdat 3p+3p. Kummassakin alakohdassa edellytetdén julkituotuja pe-
rusteluja laskutavalle. Ilman riittdvid perusteluja vastauksesta hyvitetdédn 1p kummassa-
kin kohdassa.



Dia-valinnan insinéorivalinnan matematiikankoe 2010 - vastaukset kommentoitavaksi 3.6.2009

Tehtava 3
A B C D
Merkitéén g(x) = ax — b ja ¢ = b/a jolloin g(c) = 0. Koska a > 0, niin | a=2 a=4 a=2 a=4
g(x) > 0, kun x > ¢. Niinpé b=6 b=8 b=12 b=12
C:3 C:2 C:6 C:3
_ ) 9@, c
f@) = {_gm e
(a) Médritelldtin G(z) = [ g(s)ds = 2aa® — bz — $ac® + be jolloin G=2%>—-6z+9 G =21?—8x+38 G=2%-122+36 G =2x?— 12z +18
d
I = / f(z)dx
0 J I=10 I=10 I=37 I=20
_ /—g(a:)dx+/ g(z) dz d=4 d=3 d=7 d=4
0 c
= —G(c)+G(0) +G(d) — G(c)
=0 =0

(b) Asetetaan

Fla) = {_G(m), x>c

G(z), z<c

jolloin

) — glx), x>c¢ — g
F'(z) {—gu), T =@

ja toisaalta funktio on jatkuva, koska

lim F(z) = G(¢) = 0 = —G(¢) = lim F(x).

r—c+ rT—Cc—

Selvisti kuvaaja siséltéé pisteen (c,0).

Arvostelu: Funktion f:n itseisarvolausekkeen purkaminen alueisiin +1p. Méaérédtyn in- Integraalifunktion oikea muoto 4+1p méadrdaméattomine vakioineen, vakioiden madraamisté
tegraalin jako fod = foc +fcd ja numeerinen vastaus, I, antavat kumpikin +1p. +2p. (Mallivastauksessa vakioiden médrdytyvat implisiittisti.) Integraalifunktion
késitteleminen ilman méérittelyaluetta on arvotonta.



Dia-valinnan insinéorivalinnan matematiikankoe 2010 - vastaukset kommentoitavaksi 3.6.2009

Tehtiava 4
A B C D
(a) Merkitddn annettua suhdetta s: |AP| = s|AB|. Niinpi AP = sAB= | s=2:3 s=3:4 §s=2:3 s=3:4
s(b—a) jolloin 1 2- 1 3- 1 2- 1 3-
(b=a)] P= 30+ b p=qa+ p=ga+ 5 p=a+ b
p=0OP=0A+AP=a+s(b—a)=(1—s)a+sb
(b) saadaan edelleen
p = (1—s)a+sb
G = (1—s)b+sc
T = (1-s)c+sa
p+g+7 = (I—-s+s)a+(1—s+s)b+(1—s+s)c
= a+b+te
Arvostelu: Alakohdat 3p+3p. Kohta (b): Kaikki p, ¢, r ilmaistu a, b avulla oikein +1p. Todistelussa vaaditaan huolellista

. . . ' .  ieidi 5 ioka askol ! loosisesti Ditivi.
Kohdassa (a) késittely, jossa tulkittu tehtivinannosta poikkeavasti |AP| : |PB| = s voi- rigiditeettid, joka askeleen on oltava loogisesti pitéivi

daan arvostella korkeintaan 2p arvoiseksi.



Dia-valinnan insinéorivalinnan matematiikankoe 2010 - vastaukset

kommentoitavaksi 3.6.2009

Tehtava 5

1) Otetaan kiyttoon parametri 0 < o < 1. Pisteelle R janalla PQ pitee

R=(1-a)P+aQ
d(a) ;= |K; — R]*+ |Ky — R|* + |K3 — R|?

Asettamalla d'(ag) = 0 ja toteamalla, ettd d(ag) < d(0) < d(1),
nidemme, ettd kysytty minimipiste janalla on PQ on R(«ay).

2) VAIHTOEHTOISESTI:  Derivointi suoraan nelitlausekkeista — sie-
ventdméttd. Samoin minimi voidaan perustella suoralla: Koska
lim|q |0 |d(c)] = o0 saavutetaan minimi suoralla PQ jossakin
kriittisessé pisteessd ja pétee

o oo
d(ao) = min d(e) < min d(a)

Toisaalta 0 < ap < 1 on ainoa kriittinen piste piste on samalla minimi
janalla PQ.

Arvostelu:

(vksiparametrimuoto) , d'(«) sieventéminen yhteensi 3p. «q ratkaiseminen 1p.

=150 — 2a + 15

d/(Oto) = 300[0 -2
oo =1/15

d(a) = 14,9333
d(0) = 15

d(1) = 28

R(ag) = (15, 12)

B
R = (—2q,1a)
d(a) =

(+1 + 2a)?
+(4+3 — 1a)?
+(=1 4+ 2a)?
+(+0 — 1a)?
+(40 + 2a)?
+(=2 - 1a)?

=15a% — 2a+ 15

d/(ao) = 30040 -2

ap =1/15
(o) = 14,9333
d(0) =15
d(1) = 28

C

R = (-1, 2a)

d(a) =
(=3 +1a)?
+(—1—2a)?
+(0 + 1a)?

+(+1 - 2a)?
+(+2 + 1a)?
+(0 - 2a)?

~—

=15a% — 2a+ 15

d/(Oéo) = 300&0 -2
ag =1/15

d(cp) = 14,9333
d(0) =15
d(1) =28
R(ag) = (3. 15) =
(—0,0666...,0,133...)

=15a% — 2a+ 15

dl(OLQ) = 300[0 -2

ap = 1/15
d(ov) = 14,9333
d(0) = 15
d(1) = 28

R() = (f,73) =
(0,133...,—0,0666. . .)

Janan yhtdlosté ei hyvitetd. d(x,y) muodostaminen , d(«) muodostaminen Optimin perustelu ja ratkaisu oikeassa muodossa loput 2p. Optimin perustelussa on jossa-

kin muodossa jossakin kohdassa tehtavia kdytava ilmi milla valilld parametria on késitelty

(vrt 0 < & < 1 mallivastauksessa).



Dia-valinnan insinéorivalinnan matematiikankoe 2010 - vastaukset

kommentoitavaksi 3.6.2009

Tehtava 6

Yhdistamalld termeittain
n

Sy = E (—ax + ag41)
k=0
=—ag+tar —ar+taz —az---+0p —apt0py1 = —A0 T Anyl

=0
Siis
(a) Ap4+1 = 21001, apg = 1, 51000 S 21001 —1~2.143. 10301
(b) @ny1 = 10012100 g5 =0,  Sigoo = 1001 - 21001 =~ 2,145 . 10394
KOHDASSA A) VAIHTOEHTO 1:
—ap + apyq = 28T — 2k = (2 - 1)2F = 2%,

joten kyseessé on geometrinen summa

1 —on+l
22’*“ 5 —gntl _q,

KOHDASSA A) VAIHTOEHTO 2: Kyseessd on kaksi geometrista summaa

1 _ 2n+1 2 2n+2

n
S, = Zfaquak_H ZakJrZak_H 15 + I_Q :2n+1 _

k=0 k=0

Arvostelu: Alakohdat 3p+3p.

Kohdassa a) voidaan myds nédyttdd, ettd kyseessd on geometrinen sarja ja laskea tulos
tata kayttamalla. Téassd edellytetddn kuitenkin pitdvad padttelyd: laskemalla osan ter-
meistd (k= 1,2, 3) el luoda perustetta viiitteelle, ettd kyse on geometrisesta sarjasta.

Vastauksissa ei edellyteta likiarvoa.



